
Helsingin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen osasto
Vektorianalyysi II, 20.12.2021
Vastausaikaa on 2,5 tuntia ja loppuaika on palautusaikaa.
Palauta vastauksesi 20.12.2021 ennen klo 12.

Vastausohje: vastaa kaikkiin tehtäviin. Vastauksissa kiinnitä erityisesti huomiota
perusteluihin ja välivaiheiden näyttämiseen. Pelkät (oikeatkaan) lukuarvot vastauksina
eivät ole kuin puolikkaan tai korkeintaan pisteen arvoiset.

1. Vastaa seuraaviin kohtiin perustellen:

(a) Olkoon G = {(x, y) ∈ R2|x 6= 0}. Olkoon f : G→ R2, (x, y) 7→ (x2, y/x). Määrää
ne pisteet, joissa f on lokaali injektio. (2p)

(b) Olkoot {
xyuv = 0
xy + yu + uv + vx = 0

ja z0 = (0, 1, 1,−1). Osoita, että tällä yhtälöparilla on jossain z0-keskisessä
avoimessa pallossa muotoa (x, y) = ϕ(u, v) oleva jatkuvasti differentioituva
ratkaisu. Laske derivaatta Dϕ(1,−1). Perustele, että yhtälöpari määrää myös
toisen implisiittifunktion. (4p)

(c) Laske funktion f : R3 → R, f(x, y, z) = xyz, iteroitu integraali yli
yksikkökuution Q = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]. (2p)

2. Vastaa seuraaviin kohtiin perustellen:

(a) Laske kaksoisintegraali yli joukon A = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤ x1/4}, kun
integroitava funktio on f(x, y) = x1/2 − y2. (4p)

(b) Laske joukon A tilavuus, kun

A = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ z ≤
√

x2 + y2}.
(4p)

3. Vastaa seuraaviin kohtiin perustellen:

(a) Olkoon integroitava vektorikenttä F : R2 → R2, F (x, y) = (xy2, 2x2y). Olkoon
tasokolmion kärkipisteet (0, 0), (2, 2) ja (2, 4) ja olkoon kolmion reuna ∂K
postiivisesti suunnistettu. Laske Greenin lauseen avulla ( tai suoraan
määritelmästä ) käyräintegraali∫

∂K

F · dr.
(3p)

(b) Tarkastellaan avaruudessa R3 sylinteriä x2 + y2 ≤ 1, jonka pohjana on xy-taso ja
jonka kannen K antaa taso z = 1 + x. Olkoon V se sylinterin reunan osuus, joka
on pinnalla x2 + y2 = 1 . Kun integroitavana on funktio f(x, y, z) = z, niin laske
pintaintegraali yli joukon K. Lisäksi laske joukon V pinta-ala. (5p)


