Todenn#koisyyslaskenta Ila, syys-lokakuu 2019 / Hytonen
Kurssitentti 25.10.2019 — Ratkaisut

Sallitut omat tarvikkeet:
e Kirjoitusvélineet.
e Ylioppilaskirjoituksissa hyvéiksyttava laskin.
e Yksi kiisinkirjoitettu (saa olla molemmin puolin) korkeintaan A4-kokoinen "lunttilappu”.
*
Yrité ratkaista kaikki tehtdvit. Muista perustella ratkaisusi. Hyva ajatus on kirjoittaa auki

kiyttadméasi maaritelmat, vaikka sité ei erikseen pyydettéisi. Kirjoita jokaiseen arvosteltavaan pa-
periin nimesi, opiskelijanumerosi, kurssin nimi ja kokeen paivama&ara. Rauhoitu, keskity, menesty.

*

1. Merkitse kustakin alla olevasta funktiosta, onko se
D = diskreetin satunnaismuuttujan kertymaéafunktio;
J = jatkuvan satunnaismuuttujan kertymafunktio;
K = kertyméfunktio, mutta ei kumpikaan edellisisté;
E = ei lainkaan kertyméfunktio.

(Huom! Sama vastaus voi esiintyé useasti; jokin vastaus ei ehké lainkaan.)

er, x<-—1, 0, z <0,
Fy(z) = { Fi(z) = {

1, z>-1, 1—e™, >0,
0, =<0, 0, x<-T7,

Fy(z)=<z, z€][0,1], F3(z)={ 3, x€[-T7,-5),
1, z=>1, 1, x> -5.

Voisiko jokin (mika?) ylla olevista kertyméfunktioista jarkevésti mallintaa

(a) satunnaisen puhelinsoiton kestoa?

(b) kolikon heiton tulosta, jos kruunalle ja klaavalle valitaan sopivat lukuarvot?

(Téssé tehtévissd on siis 4 + 2 = 6 lyhyttd kysymysta, kukin a 1 piste.)

Ratkaisu. Kertymifunktio on kasvava, oikealta jatkuva (F(z+) = F(z)) ja toteuttaa nor-
malisoinnin F(—o0) = 0, F(4+00) = 1. Kaikilla F; on ndmé ominaisuudet.

Fy on K. Hyppy kohdassa = —1 (ei ole J), saa kaikki arvot vililld (0,e~!) (ei ole D).

Fy on J: jatkuva kaikkialla ja paloittain jatkuvasti derivoituva véleilla (—o0,0) ja (0,00).
Voidaan myos tunnistaa jatkuvan eksponenttijakauman Exp(1) kertyméfunktioksi.

F, on J: jatkuva kaikkialla ja paloittain jatkuvasti derivoituva vileilld (—o0,0), (0,1) ja
(1, 00). Voidaan my6s tunnistaa jatkuvan tasajakauman U(0, 1) kertyméfunktioksi.

F5 on D: paloittain vakio, kaksi (erityisesti numeroituva mééra!) hyppykohtaa.
(a) F1, eksponenttijakauma sopii tdhén.
(b) F3 sopii, kun kruunalle ja klaavalle valitaan lukuarvot —7 ja —5.

Pisteytyksesta: Kustakin oikeasta vastauksesta 1 piste.



2. Edellisessé tehtéavissa on kutakin funktioita Fg, F, Fo, F3 koskien 4 eri vastausvaihtoehtoa
(nimittain D, J, K, E), ja kysymyksié (a) ja (b) koskien 4+1 eri vastausvaihtoehtoa (nimittéin
mainitut 4 funktiota seké vaihtoehto "ei mikd&n niistd”). Eréis opiskelija ei osaa lainkaan
vastata ndihin kysymyksiin vaan valitsee umpiméahkéén jonkin vastausvaihtoehdon jokaiseen
kohtaan. Laske télld tavalla vastaavan opiskelijan edellisestd tehtévistd saamien pisteiden

(a) odotusarvo,

(b) varianssi.
Ratkaisu. Olkoon X; pisteméérd funktiota F; koskevasta kysymyksestd, i = 0,1,2,3. Ol-
koon Y; pisteméérs kysymyksestéd (j), missé j = a,b. Olkoon X = Zf:o X, jaY =Y, +Y,.
Koko tehtédvin pisteméadrd on X + Y.

Funktiokysymyksissé on 4 vaihtoehtoa, joista 1 antaa yhden pisteen ja 3 antaa 0 pistetta.
Siis P(X; =1)=1/4, P(X; =0)=3/4jaEX; =)  aP(X;=2)=1-1/440-3/4=1/4.

Vastaavasti £EY; =1-1/54+0-4/5=1/5.
Koska X; € {0,1}, niin X? = X; ja voidaan laskea

varX; = B(X; — EX;)? = B(X?) — (EX;)? = EX; — (EX;)? = 1/4 — (1/4)* = 3/4%.

Vastaavasti varY; = 4/5%.

(a) Odotusarvon lineaarisuuden perusteella

3
E(X+Y)=EX+EY =) EX;+ Y EY;=4-1/4+42-1/5=7/5=14.

i=1 j=a,b

(b) Koska vastauksia eri kohtiin voidaan pitéé riippumattomina, ja riippumattomien satun-
naismuuttujien summan varianssi on varianssien summa, saadaan

3
var(X+Y) =Y varX;+ Y varY; =4.3/442.4/5> = 3/4+8/25 = (75+32)/100 = 1,07.

i=1 j=a,b

Vaihtoehto 1: Voidaan my6s havaita, ettd X; ~ Bernoulli(1/4) joten X ~ Bin(4,1/4)
ja kityttdd tunnettuja tietoja EZ = np, varZ = np(l — p), kun Z ~ Bin(n,p). Muuttuja
Y =Y, +Y, ~Bin(2,1/5) kisitellddn aivan vastaavasti. Lukujen E(X +Y) ja var(X +Y)
laskemiseksi tarvitaan talldinkin odotusarvon lineaarisuutta sekéd tulosta riippumattomien
muuttujien summan varianssista.

Vaihtoehto 2: Voidaan my0s alkeistapaukset luetteloimalla méarittaa satunnaismuuttujan
Z = X +Y pistetodennékoisyydet P(Z = z), missd z = 0,1,...,6 ja sen jilkeen laskea
suoraan méadritelméstd FZ = ) z2P(Z = z) ja samoin varianssi. TAm& on erittéin tyolds
tapa, jossa on helppo tehda laskuvirhe. Pari kokelasta silti onnistui télldkin tekniikalla, ja se
on sindnsé aivan oikein. Selvésti helpompi on silti edetad kuten edella.

Pisteytys: Kummastakin kohdasta (a) ja (b) max. 3 pistetta.
3. Olkoon g(z) = e~ !*l 2 € R.

(a) Maéritd sellainen vakio ¢ € R, ettd f(z) = ¢- g(x) on tiheysfunktio.

(b) Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheys on #skeinen f. Madritd sen mo-
menttieméfunktio.

Ratkaisu:



(a / max. 2 pistetti): Tiheysfunktion on oltava ei-negatiivinen ja sen integraalin 1. Koska
g(z) > 0, niin on erityisesti oltava ¢ > 0. Lasketaan

/ flz a:—c/ ”dszc/Oooe_”dx:%/zo—e_x:2c(0—(—1)):2c.

Siis f(z) on tiheysfunktio jos ja vain jos
c=1/2.
(b / max. 4 pistettd): Momenttieméfunktio on
Mx(t) = E(e®)  (miéritelmi)

= / e f(z)dr (muunnoksen odotusarvon laskukaava)
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Ylla sijoitukset ovat déarellisié ja sijoitukset x = 0o antavat nollan, kun ensimmaéisessa inte-
graalissa t +1 > 0 ja toisessa t — 1 < 0, eli kaikkiaan kun —1 < ¢ < 1. (Muutoin jompikumpi
integraaleista on oo, ja momenttieméfunktio ei ole méiritelty.) Momenttieméafunktio on siis

Mx(t)=(1-t)""  te(-1,1).

Pisteytyksesta: Pienista laskuvirheista rangaistiin vihén, isommista késitteellisista virheis-
td enemmén. Erityisesti piti ymmaértdd, ettd momenttiemafunktio on ainoastaan muuttujan
t funktio. Jos lopputulokseen jai x tai X, tastd ldhti useita pisteitd. Momenttieméafunktion
méadrittelyvalid ¢ € (—1,1) el vaadittu ilmoittamaan. Myo6skééin sievennysti ei tarvinnut vie-
d4 juuri em. muotoon, kunhan lopputulokseksi saatiin jokin yhtépitivé lauseke. (a)-kohdassa
kasitteellisend virheené pidettiin, mikali c:lle saatiin negatiivinen arvo.

. Olkoon X ~ N(0,1). Osoita, ettdi X2 on jatkuva satunnaismuuttuja ja méiriti sen tiheys.

1 12
Standardinormaalijakauman tiheysfunktio on e 2%,
( j \ Wor )

Ratkaisu:

Useita tapoja téssé erddnlainen rautalankamalli. Osoitettava, etté kaikilla a < b patee P(a <
X <b) f fxz2(y) dy sopivalla fx2 ja mééritettava tAma.

Koska X? > 0 ja P(X =0) = 0, kun X on jatkuva, niin P(a < X? <b) =0, jos a < b <0,
ja Pla < X2 <b) = P(0 < X2 <b), jos a <0 < b. Tutkitaan siis tapausta 0 < a < b.
Téll6in

Pla<X?<b)=P(a< X <Vb)+P(-Vb< X <—Va)
Vb

b —Vva
1 1,2 1 1.2
= e 27 dm—i—/ e 2% dx
/ﬁ V2T Vb V2T
2




Halutaan muokata tdmé uuden muuttujan integraaliksi vililld [a, b], joten tehdddb muuttu-
janvaihto y = 22 eli z = y/2. Téllsin do = 1y~'/2dy ja saadaan

b b
1 1
Pla< X?<b) = 2/ e_%yfy_l/Qdy = / e_%yy_l/chy7 0<a<hb,

1
Vor 2 o V2o

ja kaikkiaan
b
Pla<X*<b)= [ fe@dy,

missé
1

\/Te_%y, y >0,
= Yy
fx2(y) 0, y < 0.

Tissd oleva lasku osoittaa samalla kertaa satunnaismuuttujan X2 jatkuvuuden ettd antaa
sen tiheysfunktion.

Vaihtoehto 1: Voidaan vedota johonkin muunnoksen Y = g(X) tiheysfunktioita koskevaan
lauseeseen, missi g(z) = z2. Esimerkiksi R voidaan osittaa R = AgUA;UAy, missi Ag = {0},
Ay = (—00,0) ja Az = (0,00), niin ettd P(X € Ap) = 0 ja funktio g rajoitettuna A;:lle on
diffeomorfismi avoimelta vililtd A; sen kuvajoukolle B; = g(A;), kun ¢ > 0. Nyt voidaan
kiyttdd monisteen lausetta 2.13.

Vaihtoehto 2: Monisteessa on my0s suoraan laskettu muunnoksen tiheysfunktio juuri ky-
sytyssi tapauksessa g(z) = 22 (esimerkki 2.10). Jos timiin muisti ulkoa (tai oli kirjoittanut
lunttilapulle), tdhankin sai toki vedota.

Vaihtoehto 3: Monisteessa on my6s erikseen késitelty (jaksossa 5.3.7) normaalijakautuneen
muuttujan X ~ N(0, 1) nelioté, ja todettu, ettd se noudattaa jakaumaa Z ~ y? = Gam(3, 1)
(khiin nelion jakauma vapausasteluvulla 1, tai vaihtoehtoisesti gammajakauma em. para-
metreilla). Jos vield muisti (tai oli kirjoittanut lunttilapulle) ko. jakauman tiheysfunktion,

tahdnkin sai toki vedota.

Yhteenveto ratkaisutavoista: Tamé tehtéva oli periaattessa mahdollista ratkaista muis-
tamalla ulkoa riittévésti nippelitietoa, mutta myos suoralla laskulla.

Pisteytyksesta: Kuten edellisessé, laskuvirheistd rangaistiin vahén, kasitteellisista virheista
enemmén. Erityisesti oli ymmérrettivi, ettd kysytty tiheys on funktio, ei esim. lukuarvo (ku-
ten vaikka odotusarvo olisi). Samoin oli ymmérrettivi, mitd satunnaismuuttujan jatkuvuus
tarkoittaa (sitd, ettd todennédkoisyydet P(a <Y < b) saadaan integroimalla tiheysfunktio-
ta). Silld ei esim. ole juuri mitéifin tekemist# funktion z + 2 jatkuvuuden kanssa.



