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Kokeessa saa kiyttid apuvilineind laskinta ja kirjoitusvilineitd. Kaavakokoelma 16ytyy tentin
kaantdpuolelta muistin tueksi. Onnea kokeeseen!

1. Viesti lihetetdan koodattuna biteiksi, eli se koostuu nollista ja ykkosistd. Viestistd 1/10 on
ykkésid, ja 9/10 nollia. Lahetysyhteydessd on kuitenkin haikkdd, joten viestia vilittdessd 1/5
nollista muuttuu ykkosiksi, ja 1/3 ykkosistd nolliksi.

(a) Laske todennikoisyys, ettd viestis vastaanottaessa yksittdinen (satunnaisesti valittu) merkki
on ykkonen.

(b) Viestii vastaanottaessa merkki on ykkonen. Laske todennikéisyys, ettd se oli ykkonen myos
alkuperiisessi viestissa.

2. Erislld satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla f,
flz)=czx, jos0 <z <10
ja 0 muulloin.

(a) Maéirita vakio ¢ € R siten, ettd funktio f(x) todellakin on tiheysfunktio eli ettd todennikoisyys
arpoa luku valiltd (0, 10) on yksi.

(b) Laske X:n odotusarvo ja varianssi.
3. Kattolampussa on kolme energiansidstélamppua (EU-lainsdddénts kieltdd hehkulamppujen

myymisen). Kaikkien kolmen lampun kestoajat ovat toisistaan riippumattomia ja noudattavat
eksponenttijakaumaa odotusarvolla 10000 tuntia. Sytytetddn kaikki lamput yhtéd aikaa.

(a) Miké on todennikéisyys, ettd kaikki lamput palavat yli 20000 tuntia?

(b) Miki on todeunikdisyys, ettd ainakin yksi lampuista palaa yli 20000 tuntia?

4. Kokeeseen tullessaan opiskelija saa tietdd tehtiavinannon tekstistd, ettd normaalisti jakautu-
neiden satunnaismuuttujien summat (ja niiden affiinit muunnokset) ovat my&s normaalisti jakau-
tuneita, tosin jakauman parametrit (i, 0?) midriytyvit uudelleen muunnoksen odotusarvoksi ja
varianssiksi.

Satunnaismuuttujat X1, X, X3 ovat riippumattomia ja X; ~ N(0,1) kaikilla 7 € {1,2,3}.
Merkitdin niiden keskiarvoa X = %(X 1+ X2 + X3).

(a) Maéritda X:n jakauma eli toisin sanoin laske odotusarvo ja varianssi normaalijakautuneelle
satunnaismuuttujalle X.

(b) Mik& on satunnaismuuttujan X — X, jakauma?

(c) Arvioi Tsebysevin epdyhtalolld ylaraja todennékdisyydelle P(X - Xi| > 1).




Kaavakokoelma muistin tueksi
e Binomikerroin: (}) = F(T:ll——f)—'
e Klassinen todennikdisyys: Olkoon A C Q &direllisen ja symmetrisen perusjoukon 2 tapah-
tuma. A:n todennidkoisyys on P(A) = %,

e Otanta ilman takaisinpanoa. Populaation koko N ja joukon A koko K. Todenn#kéisyys
tapahtumalle Ag: “otoksessa on tiasmélleen k joukon A alkiota” on
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e Otanta takaisinpanolla. Todennikéisyys tapahtumalle Ay: "otoksessa on tismaélleen k jou-
kon A alkiota” on

P(Ag) =
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e Olkoon (Q, F, P) todenndkoisyysavaruus ja A ja B sen tapahtumia. Télléin jos tapahtu-
mat Aj,..., A, ovat erillisid, eli 4;NA; = 0 kaikille i # j, niin P(Ul_, 4i) = D1 P(4s).
Lisaksi komplementtitapahtumalle piatee P(AY) = 1—P(A), ja yhdisteen todennékdoisyydelle
P(AuB)=P(A) + P(B) - P(An B).

e Ehdollinen todenniikéisyys (P(B) > 0): P(A|B) = Z5 > P(AN B) = P(A|B)P(B)
e Kokonaistodennikdisyyden kaava (By, . . ., B, on perusjoukon ositus): P(A) = Z;l:l P(A|B;)P(B;)

e Bayesin kaava (Bj, ..., B, on perusjoukon ositus): P(B;|A) = . "‘:S{'jﬁtﬁ'] = z-:ﬂu}f’:l}:{ﬁ;:u )
100 ) 3 4

e Tapahtumia A ja B kutsutaan riippumattomiksi, jos P(A N B) = P(A)P(B).

e Merkitidin P(A) = p. Talloin n-kertaisessa toistokokeessa tapahtuman By = ”A tapahtuu tasan k kertaa”

todennakoisyys on P(By) = ('kl)pkq"_k, missd k=0,1,...,njag=1—p.

e Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo: E(X) = > _7c; =i f(zx)
e Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo: E(X) = [*_«f(z)dz
e Satunnaismuuttujille X ja Y, joiden odotusarvot ovat olemassa, pitee:
(i) (Lineaarisuus) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) kaikille a,b € R.
(i) Jos X 1L Y, niin satunnaismuuttujalla XY on odotusarvo E(XY) = E(X)E(Y).

e Satunnaismuuttujan varianssi: var(X) = E([X — E(X)]?) = E(X?) — E(X)?. Lisiksi kes-
kihajonta on varianssin neligjuuri.

e Satunnaismuuttujan nelién odotusarvoa E(X?2) kutsutaan sen toiseksi momentiksi. Dis-
kreetille satunnaismuuttujalle X, jonka ptnf on f se voidaan laskea seuraavana summana:
E(X?) = 32,22 f(z,) ja jatkuvalle satunnaismuuttujalle Y, jonka tf on g vastaavana
integraalina: E(Y?) = ]:c yily) dy.

e Satunnaismuuttujien kovarianssi: Cov(X,Y) = E([X — E(X)|[Y — E(Y)]) = E(XY) -
E(X)E(Y)
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Satunnaismuuttujien korrelaatio: Corr(X,Y) =

2

Jos satunnaismuuttujan X varianssi on olcmassa ja a,b € R, niin var(aX +b) = a?var(X
Lisiksi jos X 1L Y, niin var(X + Y) = var(X) + var(Y). Muuten var(X +Y') = var(X)

var(Y) + 2Cov(X,Y)

Markovin epiyhtilé (X > 0, F(X) olemassa): P{X > a} < %X) kaikille a >0

TsebySevin epiyhtils (0 < 02 = var(X) < c0): P{|X — | > ko} < 7z kaikille k>0

Heikko suurten lukujen laki (X1, Xo,... 1L, u = E(X;), var(X;) < 00)

lim P{|X, —p|>€e} =0 kaikille €> 0.
n—>00

Keskeinen raja-arvolause X1, Xo, ..

V(X — p)/o -5 N(0,1)

).
+

. 1l samoin jakautuneita, p = E(X;), var(X;) < oo):

Normaaliapproksimaatio standardoidulle keskiarvolle: VX, — p)/o £ N(0,1). Vastaa-

—rift d

Sx

vasti standardoidulle summalle: G = N(0,1).
Diskreettejid jakaumia
Jakauma Arvojoukko  Parametrit Ptnf fx (k) E(X) var(X)
Bernoulli(p) {0,1} p € (0,1) pF(1 —p)t—k P p(l —p)
Bin(r, p) {0,1,...,n} neN*' pe(01) (M1 —p)»* np np(1 — p)
Geom(p) {0,1,2,...} pe(0,1) p(l —p)* e P
Poisson(\) {0,1,2,...} A>0 e i\k—’; A A
N,K,n e Nt ] ey K K N-K N-
Hyperg(N,K,n) {0.1,....,n} N g on gl‘(v)—l nN O MCNCTN N
Jatkuvia jakaumia
Jakauma  Arvojoukko Parametrit Tf fx(x) Kf Fx(z) E(X) var(X)
Tas(a,b) (a,b) a,beRa<b = £=s la+b) oo
Exp()\)  (0,o¢) A>0 e~ AT 1—e " B i
I—p 2
N(u,0%) R peER0?2>0 \/2;_76_( = Ei sulj. muotoa u a?




Standardinormaalijakauman kertymifunktion arvoja

2
Standardinormaalijakauman kertymiafunktion ® arvoja, ®(z) = \/%2? f_zoo et dt.
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0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
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0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
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0.9981
0.9987

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
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0.9719
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0.5080
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0.6255
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0.8212
0.8461
0.8686
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0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
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0.9984
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0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
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0.8531
0.8749
0.8944
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0.9989

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.80561
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
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0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9384
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9989

0.56319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990




