Matemaattisten tieteiden kandiohjelma /
MTO
Stokastiset prosessit

Kurssikoe 24.10.2024
Sallitut apuviilineet: kirjoitusviilineet, laskin

1. a) Milli lukujen p ja ¢ arvoilla seuraava matriisi on Markovin ketjun siirtymitoden-

nikoisyysmatriisi?
1 0 1 0
1-3g g 7 q
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0 0 01

b) Piirrd a)-kohtaa vastaavan Markovin ketjun tiladiagrammi
c) Etsitdmén Markovin ketjun kailcki absorboivat joukot ja médraéd absorptiotodennékéisyydet
néiihin joukkoihin, kun p = 1/3 ja ¢ = 1/4.

2. Olkoon (X,) haarautumisketju, jossa todenndkéisyys ettd yksild jda ilman jdlkeldistd on
1/4, todennikéisyys, ettd yksilo saa tasan yhden jilkeldisen on p ja todennikéisyys, ettd
yksilo saa tasan kaksi jélkeldistd on 3/4 — p ja Xy = 1.

a) Laske yksilén jilkeldisten odotusarvo m ja madras, milld luvun p arvoilla sulkupuutto
on varmaa.

b) Kun p = 1/4, laske sukupuuttotodennékéisyys. Muistin tueksi: tdhin liittyy generoiva
funktio ¢(s) = E(s¢) = ag + Y52, a:s*, missé a; = P(€ = 4).

3. a) Selitd, mitéd tarkoittaa etti Markovin ketju on pelkistyméton?
b) Olkoon S = {1,2,3,4,5} ja Markovin ketjun siirtymitodennikéisyysmatriisi P

1/3 1/3 1/3 0 0
0 1/3 0 2/3 0
0o 0 1/2 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2

P =

Etsi ketjun ei-triviaalit absorptiojoukot ja perustele miksi timé ketju ei ole pelkis-
tymaéton.

¢) Olkoon A se b-kohdan Markovin ketjun absorptiojoukko, jonka tilojen lulkuarvojen
summa on pienin. Médréd absorptiojoulkoon A keskittynyt tasapainojakauma.

4. a) Oletaan, etté stokastinen prosessi (Xy) tilajoukkona on luonnolliset luvut. Miti ehtoja
vaaditaan, elté stokastinen prosessi (X,) on martingaali oman historiansa suhteen?
b) Oletetaan, etti Xn = & + -+ + &,, missé &, ~ Bernoulli(1/2) = Bin(l,1/2) ja!
satunnaismuuttujat (§m) ovat keskendiiin rijppumattomia. Nayts, ettd (X,) on ali-
martingaali oman historiansa suhteen. Vihje: muista kertoa kaikli kolme ehtoa seki
kannattaa huomata, etté differenssi X1 — X, = €n41, ja etti ehdollinen odotusarvo
on monotoninen.

!Bernoulli-jakautuneen § ~ Bernoulli(1/2) satunnaismuuttuja tilajoukko on { 0,1} jaP(¢ = 0) =P(§ = 1) = }
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