MAT21001 Lineaarialgebra ja matriisilaskenta 11
Kurssikoe 3.3.2025

Koeaika: klo 9.00 - 11.30

Tenttijilla saa olla kurssikokeessa mukana yksipuolinen A4-kokoinen kiisinkirjoitettu
muistilappu. Laskinta ci saa kiyttia kokeessa.

1. Olkoon v € R™!\ {0} annettu vektori. Tutki, ovatko seuraavat kuvaukset fiag
lineaarikuvauksia R"*" — R"x1,

(1) f(A) = Av, missi A € R*n,
(2) 9(A) = Av + v, missi A € R"*",
Perustele!

Ratkaisu.

(1) Kuvaus f(A) = Av on lineaarikuvaus, silli kaikilla ¢ € R pitee f(cA) = (cA) =
c(Av) = cf(A) (2p) ja f(A+ B) = (A+ B)v = Av+ Bv = f(A)+ f(B) (1p).

(2) Kuvaus g(A) = Av+ v ei ole lineaarikuvaus, sill jos valitaan A = 0, niin saadaan
9(0) = v # 0, mutta lineaarikuvaus kuvaa nollan aina nollaksi (3p). (Vaihtoehtoisia
ratkaisuja 16ytyy monia.)

2. Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus

L(z,y) = Bz +y,z+3y), (z,y) eR®

Maaritd kuvauksen L ominaisarvot ja vastaavat ominaisavaruudet.

Ratkaisu. Vektorit e; = (1,0) ja ey = (0, 1) muodostavat avaruuden R? kannan. Tissa
kannassa lineaarikuvaus L kuvaa

L(e;) = (3,1) = 3e; + e
L(es) = (1,3) = e; + 3e,.

Kuvauksella L on siis esitysmatriisi

3 1
A= [1 3] . (1p)

Koska kuvauksen L ominaisarvot ovat samat kuin sen esitysmatriisin ominaisarvot, riittia
selvittdd matriisin A ominaisarvot yhtéléstd det(A — AI) = 0. Auki kirjoitettuna tima on
B=AN2-1=0&3-A=%1&)¢ {2,4}. (2p oikeista ominaisarvoista)
Lasketaan seuraavaksi ominaisarvoa A = 2 vastaava ominaisavaruus E(2, L). Patee

L(z,y) = 2(z,v)
S3z+y=2rjar+3y=2
&Sr+y=0,

joten jokainen vektori muotoa (z, —z) on ratkaisu ja E(2, L) = Sp((1,—-1)).
Ominaisavaruuden voi laskea myds matriisin A ominaisavaruuksista ja kayttamalla (tri-
viaalia) isomorfismia avaruuksien R? ja R¥*! vililli. Lasketaan matriisin A ominaisarvoa
A = 4 vastaava ominaisavaruus

(A-4lz=0¢ [_11 _11] [:;} =0& 1 =1,
1
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‘ I g
eli A:n ominaisarvoa A = 4 vastaava ominaisavaruus on vektorin [1 1] virittdma. Tama

’ -
voidaan kuvata avaruuteen R? isomorfismilla [.1:. :1:2] - (x),22). Siispi kuvauksen L

vastaava ominaisavaruus on vektorin (1,1) virittdma. (3p oikeista ominaisavarunksista,
isomorfismeja ei tarvitse eksplisiittisesti todeta.)
Tehtiiviin voi myds ratkaista ilman matriisin A, jolloin oikeista ominaisarvoista annetaan

suoraan J3p.

3. Olkoon uy = (0,1,1), ug = (1,1,2), vy = (2,1,3) ja vz = (1,0,1) avaruuden R? vekto-
reita.

(1) Néyta, ettd jonot (uy,up) ja (vy,v;) ovat saman aliavaruuden V € R? kaksi eri

kantaa tarkistamalla etti jonot ovat vapaita ja osoittamalla, ettd uy ja up voidaan

esittéd vektoreiden v; ja vy lineaarikombinaatioina. (4p)
(2) Etsi kannanvaihtomatriisi P € R?*?, joka kuvaa vektorin v € V koordinaatit kan-

nassa (uy,uz) sen koordinaateiksi kannassa (vy, vz). (2p)

Ratkaisu.

(1) Havaitaan ensin, ettd (u,us) on vapaa, silli jos au; + bup = 0, patee yhtalét
a+b=0jab=0, joiden ainoa ratkaisu on @ = b = 0. Samoin jos av; + bv, = 0,
piitee 2a + b = 0 ja a = 0, joten @ = b = 0. Siispa (v1,v) on vapaa. (1p) Olkoon
V = Sp(u1, up). Riittdd nayttas, ettd (vy,vp) virittdd avaruuden V, ja tita varten
on riittivai niyttdd, ettd vektorit u; ja up voidaan esittda vektoreiden vy ja g
lineaarikombinaatioina. (1p). Ratkaistaan ensin yhtélo

u = zv, +yvp & (0,1,1) = 2(2,1,3) +y(1,0,1)
Saamme yhtéléryhman

0=2z4+y
1=
l1=3z+y,
jonka ainoa ratkaisu on & = 1, y = —2. Siispd u; = v; — 2v,. Ratkaistaan vield

Uy = pu; + quz & (1,1,2) = %(2,1,3) +»(1,0,1),

eli saamme yhtaléryhméan

1=2z+y
l=2
2=3zx+y,
jonka ainoa ratkaisu on x = 1 ja y = —1 ja ug = v1 — va. (2p oikeasta laskusta,

vastauksen voi myds arvata)
. ; o .. |a .
(2) Jokainen v € V voidaan esittdéd muodossa v = au + bug, missd |, | on vektorin v

Koordinaattivektori kannassa (uy,us). Toisaalta (1) kohdan perusteella
v = a(vy — 2v) + b(v1 — v2) = (a+ b)v1 — (2a + b)vy,

joten vektorin v koordinaattivektori kannassa (vi,v2) on [_‘é;—_b b]' Kannanvaih-

11
a-[h 4

tomatriisi on siis
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(2p oikeasta kannanvaihtomatriisista. Sen voi etsid mydos katsomalla, miten kanta-
vektorit kuvautuvat yksitellen.)

4. Olkoon V = {(z,y,x + y,x — y)' € R*!: 2,y € R} avaruuden R**! aliavaruus.
(1) Nayta, ettd vektorit v; = 715(1,0, L1 jauv = :}5(0, 1,1,-1)! ovat avaruuden V

ortonormaali kanta.
(2) Olkoon 7y : R¥*! = R**! ortogonaalinen projektio aliavaruudelle V. Etsi kuvauk-

selle 7y esitysmatriisi avaruuden R**! standardikannan (ey, ey, €3, e4) suhteen.

Ratkaisu.
(1) Todetaan ensin, ettd selvésti v; € V, mikd ndhdéén valitsemalla V:n méédritelméssi
2z = 1jay = 0. Samoin v, € V, mikd nihddan vahtsemalla. r=0jay =1
Siispﬁ Sp(v1,v;) C V. (1p) Lisiksi patee [[vy2 = 31 +0+1+1) =1, |lvz]|? =
(O+1+1+1) =1ljav -vg= 1(1 04+0-1+1-: 1+1 —1) =0, joten (vy,v2) on
ortonormaah jono ja siten vapaa. (lp) Koska V on lineaarikuvauksen R?*! — R**1,

T
T y
—
[y] z+t+y
r—Yy
kuva, on sen dimensio korkeintaan 2. Siispa (vy,v;) virittdd avaruuden V. (1p)

(2) Tapa 1: Kiytetasin monisteen/luentojen lausetta, etta ortogonaalinen projektio voi-
daan esittidi kaavan QQ! avulla, missd Q) = [v1 'uz] . (2p) Lasketaan siis

1 0 10 1 1
1lo 1| o1 11 1o 1 1 -1
¢ 1 R
Q' =31; [011—1]*31 1 2 of (W
1 -1 1 -1 0 2

Tapa 2: Lahdetdén liikkeelle ortogonaaliprojektion kaavasta
v (v) = (v, v1)v1 + (v, v2) 02

(1p) Riittaa tutkia, kuinka kantavektorit ei, ez, €3, e4 kuvautuvat:

1 0
110 1] 1
Wv(61)=§ 1 +0, ‘.‘Tv(eg)—0+3 1
1 —1
1 0 1 1 0 1
_ljo) 11 _1]1 ()_10,11_},—1
mwles) =311 t3 1| 320 ™M@ =301 73|1|73]0
1 -1 0 1 -1 2
(1p) Esitysmatriisissa on siis namé sarakkeina:
1 0 1 1
0 1 1 -1
112 0| 0P
1 -1 0 2
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