Johdatus yliopistomatematiikkaan
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 28.10.2016 (2 sivua)

Ohjeita:
e Vastaa meljdin tehtavddan: tehtaviin 1-8 ja lisikst joko tehtdvddn 4 tai tehtdvddn 5.
e Kaikki ratkaisut voi kirjoittaa samalle konseptiarkille jos tilaa riittad.
e Laskimen kdytté on sallittua, taulukkokirjan ei.

o Kaytd kurssilla opeteltuja ratkaisutapojo ja muista perustella vastauksesi.

1. a) Tarkastellaan joukkoja A = {2,3,5,7,11,13} ja B = {n € Z | n < 10}. Vastaa
lyhyesti perustellen, mitkd seuraavista véitteistd pitdvit paikkansa ja mitké eivat:

i) AcB (i) 1e€B\A
(i) AUBCN (iv) (B x A)N(Nx {0})=0.

b) Kirjoita seuraavat luonnollisia lukuja (0,1,2,...) koskevat viitteet suomeksi ilman
loogisia symboleja ja vastaa perustellen, mitka véitteistd ovat tosia ja mitka epatosia:

(i) 3In(n < 5). (i) Vn(2n—12>n)
(iii) Im¥n(n >mVn=m) (iv) Vn(n>0-3Im(n <mAm< 2n)).

2. Osoita matemaattisella induktiolla, etté kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee

i 1
Zi?’ = —n?(n+1)%
i=0 4

3. a) Paiteekd kaikilla joukoilla 4, B ja C seuraava viite: "jos A # BUC, niin A\C ¢ B"?
Perustele tdasmallisesti.

b) Kaverisi yrittad todistaa edellisen kohdan véitettd epdsuoralla padttelylld. Mikéd seu-
raavassa todistuksessa menee pieleen?

"Kéaytetidn kontrapositiopdéttelyi. Oletetaan sitd varten, ettd A = BUC,
ja pyritddn osoittamaan, etti A\ C C B. Olkoon z € A\ C, jolloin z € A ja
x ¢ C. Koska z € A, niin oletuksen mukaan joko = € B tai x € C. Todettiin
jo, ettd x ¢ C, joten z € B. Niin ollen A\ C' C B. On siis osoitettu, etti jos
A =BUC, niin A\ C C B. Tdm4 on loogisesti ekvivalenttia todistettavan
vaitteen kanssa, joten todistettava viite pdtee.”

Vastaa vain toiseen seuraavista tehtdvisti. Tehtavd 4 litttyy kompleksilukuihin ja tehtdvd 5 tie-
tojenkdsittelytieteen ja tilastotieteen matematiikkaan.

4. a) Madritd seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginaariosa, liittoluku seka kédn-
teisluku: z = 2 — 34, w = (1 4 2i)%. Sievennd kéédnteisluku muotoon a + bi, missi
a,b € R. Piirrd luvut z ja w liséksi kompleksitasoon.
b) Ratkaise kompleksilukujen joukossa yhtdlo z + 2z = 1+ 4.
1 —2i)?

fh — &1

¢) Laske luvun itseisarvo.




5. a) Selvitd seuraavien lukujen jakojadnndkset luvulla 7 jaettaessa: a = 36, b = —18.
Kirjoita perusteluksi vastaava jakoyhtdld (kokonaislukuyhtils muotoa a = 7¢ + 7).
Selvitd my6s, mikd on luvun ab jakojaénnés luvulla 7 jaettaessa.

b) Tertidéripuu on verkko, jonka ensimmaiselld tasolla on yksi solmu (juurisolmu). Tésté
solmusta ldhtee kolme haaraa toiselle tasolle. Toisella tasolla jokainen haara paittyy
solmuun, josta ldhtee jélleen kolme haaraa. Sama haarautuminen jatkuu tasolta toi-
selle (ks. oheinen kuva). Perustele, ettd kullakin tasolla olevien solmujen lukumasrét
muodostavat geometrisen lukujonon. Muodosta summamerkintié kiyttien lauseke,
joka kertoo kaikkien tasojen solmujen yhteislukuméérin tasolta 1 tasolle n asti. Laske
lopuksi solmujen yhteislukumaéiri tasolta 1 tasolle 6 asti.

c) Pokerikisi on 5 kortin osajoukko, joka on poimittu 52 keskenéin erilaisen kortin pa-
kasta. Pakan korteista 4 on &ssid. Kuinka monta sellaista pokerikitti on, jotka sisél-
tédvit tdsmélleen 3 dssdd ja 2 mitd tahansa muuta korttia? (Voit ilmaista vastauksen
kaavan muodossa, jos sinulla ei ole laskinta.)
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