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MAT11005/AYMAT11005: Integraalilaskenta
Kurssikoe 2.3.2020

Sallitut apuvilineet: Ei apuvilineita.

tl.

t2.

(6p.) Laske
/ xsin(zr) dz.
0
Perustele vastauksesi.

Ratkaisu: Olkoot f: [0,7] = R, z +— z,ja ¢: [0,7] - R, z — —cos(z). Talloin
f'(z) =1 ja ¢'(z) = sin(z) kaikilla € [0,7]. Néin ollen osittaisintegroinnilla
saadaan

| wsinga) da = [7 f(a)g/ (@) do = /Oﬂf(@g(x) - [ f@)g(e) do (1)
— /O7T — zcos(z) — /07r —cos(z) dx (2)

= — (mcos(m) — 0cos(0)) + /OTr cos(z) dz (3

=7r—|—/07rsin(sc):7r (4)

[Arviointi:] Piste osittaisintegroinnin yrittamisesta. Piste oikeasta osittaisintegrointi
kaavasta. Piste oikeista funktioista f ja ¢ osittaisintegroinnissa. Yhteensa kolme
pistetta oikeasta laskusta, eli piste per rivi jokaisesta rivista (2),(3),(4).

(6p.) Suppeneeko epéoleellinen integraali

6o 1
/ —da?
1 ¢+ x

Perustele vastauksesi.

Ratkaisu:  Tapa I: Funktio f:[1,00]— R, z ﬁ, on ei-negativiinen, joten
voidaan kayttaa vertailuperiaatetta. Olkoon g: [1,00[— R ei-negatiivinen funktio
T %2 Koska

1 2
= 1
lim 9(z) = lim -2~ = lim T lml4-= 1, (5)
T—00 f(ﬂ?) T—00 po z—00 T—00 T
niin integraali
[ ) a
1
suppenee, jos ja vain jos integraali
/ g(x) dz
1
suppenee. Koska
- r)dr = lim c—dx:lim r 2 dz = lim (—1:10’1 6
/ g() c—=oo J1 c—0o0 Jq (,—)ool( ) ()



t3.

niin integraali
oo
/ g(x) dx
1
suppence.

[Arviointi:] Yksi piste vertailuperiaatteen ideasta. Yksi piste sopivan funktion g va-
litsemisesta. Kaksi pistetta vertailuperiaatteen patevyyden perustelusta (eli funktioi-
den positiivisuuden toteamisesta ja raja-arvon (5) tai raja-arvon lim, ., f(x)/g(x)
laskemisesta). Yhteensa kaksi pistettd funktion g epéoleellisen integraalin suppene-
misen osoittamisesta: piste per rivi joikaisesta rivistd (6) ja (7). Yksi piste, jos funk-
tion g epéoleellisen integroitumista on pidetty tunnettuna, mutta ei ole perusteltu.

Tapa II: Funktio f: [1,00[— R, x +— ﬁ, on ei-negativiinen, joten voidaan kéyt-
tda majoranttiperiaatetta. Olkoon g: [1,00[— R ei-negatiivinen funktio x mig
Koska

x2+m2x2

jokaisella x > 1, niin f(x) < g(x) jokaisella € [1,00[. Néin ollen epéoleellinen

integraali
< 1
/ 5 dx
1 r*+x

suppenee, jos epaoleellinen integraali

o 1
—d
/1 22
suppenee.
Koska
] c 1 c c
/1 g(z) dor = lim = dz = lim . v 2dr = Jim | (=1~ (8)
. 1 , 1
=Jim (- (0) = (1--7) =1 ©)

niin integraali
/ g(x) dzx
1
suppenee.

[Arviointi:] Yksi piste majoranttiperiaatteen ideasta. Yksi piste sopivan funktion
g valitsemisesta. Kaksi pistettd majoranttiperiaatteen patevyyden perustelusta (eli
funktioiden positiivisuudesta epéyhtélosta f(z) < g(x) kaikilla x € [1,00]). Kaksi
pistetta funktion g epéoleellisen integraalin suppenemisen osoittamisesta: piste per
rivi joikaisesta rivistd (9) ja (10). Yksi piste, jos funktion g epéoleellista integroitu-
mista on pidetty tunnettuna, mutta ei ole perusteltu.

(6p.) Laske

. 2 x L.y
Jin [ (g * o) @

Perustele vastauksesi.
Ratkaisu: Tapa I: Olkoon f,: [0,2] — R funktio z — 555 + %sin(xQ) jokaisella
n € Nj. Osoitetaan ensin, ettéd jono (f,,) suppenee tasaisesti funktioon f: [0,2] — R,

X
T g




Koska —1 < sin(z?) < 1 kaikilla x € R, niin

T T 1
0< su nlx) — f(x)] = su —( +—sinx2>‘ 10
sup 17a(0) = F@)] = swp |5 = (5 oy sinte?) (10)
1 1 1
= sup —sin(xQ)‘ =~ sup |sin(z?)] < = —0, (11)
z€[0,2] 1T T 2€0,2] n

kun n — oco. Jono (f,) suppenee siis tasaisesti funktioon f. Nain ollen

) 2 x 1
nlggo 0 (2+x2+_bln(x ) dx_"lg%o/ fule dx_/ h 0 2+ 22 dr
(12)
Koska
2 1 2 22 1 /2
02+ T ok a2 2/0 nf2+al
1 1 6 1
:5(1n6—1n2):§ln§:§1n3,
niin 5 1 1
lim : (2fx2+ﬁsin(x2)> dxziln?).

[Arviointi:] Piste tasaisen suppenemisen mééritelmésta. Piste oikeasta rajafunktios-
ta f. Yhteensd kaksi pistettd tasaisen suppenemisen tarkastamisesta, eli piste per
rivi riveistd (10) ja (11). Piste tasaisen suppenemisen hyodyntamisesté, eli rivisté
(12). Piste funktion f integraalin laskemisesta.

Tapa II: Olkoot g: [0,2] — R, = — z/(2* + 2), ja h: [0,2] —» R, & — sin(z?).
Olkoon myo6s hy,: [0,2] = R, =+ (1/n)g(x), jokaisella n € Nj. Selvésti funktiot g,
h ja h, ovat jatkuvia jokaiseilla n € N; ja siten ne ovat myos integroituvia.

Koska funktiot g ja h, ovat integroituvia, niin myo6s g+ h,, on integroituva ja patee

/onQQf{—Q 1s.m( %) dx—/;g(x)—i-hn(:c) dxz/jg(x) dx—i—/OQh

jokaisella n € Ny . Lisaksi

i h d "1 h(x)d L h(x) d
[ @) de = ["~h() de = = ["h(z) da
jokaisella n € Nj.
Koska y
/ g(x) dzx
0
ja

/02 h(z) dz

ovat parametrista n € N; riippumattomia reaalilukuja, niin

im [ Dsina?) de = 1i S e+t [ h)a
b [ (g bt e [ )

1 2
—/ z)dz+ lim — [ h(z) dz

n—oo n Jo

2 1
— — — ]
/0 g(x) dz /()x2+2dx 2113,




missa viimeinen integraali on laskettu kuten tavan I tapauksessa.

[Arviointi:] Kaksi pistetta funktioiden g, h ja h, muodostamisesta ja toteamisesta
integroituviksi. Kaksi pistettd alkuperdisen integraalin sieventamisesta funktion g
integraaliksi. Kaksi pistettd funktion ¢ integraalin laskemisesta.

. (6p) Olkoon f:[0,1] — R integroituva funktio ja olkoon g: [0,1] — R sellainen
funktio, ettd g(z) = f(z) kaikilla z €]0, 1]. Osoita, ettd g on integroituva.
Ratkaisu:

Tapa I: Olkoon h: [0,1] — R funktio x — g(z) — f(x). Talléin h(z) = 0 kaikilla
x €]0,1]. Néin ollen |h(x)| < |h(0)| kaikilla = € [0,1]. Funktio h on siis rajoitettu
funktio.

Osoitetaan, ettd h on integroituva. Jos h(0) = 0, niin A on nollafunktio ja siten in-

tegroituva. Oletetaan nyt, ettd h(0) # 0. Olkoon £ > 0 ja x; = min{e/(3|h(0)]),1/2}.
Talloin jaolle J: xg, x1, o pétee

g 5 5
Sy(h) = (mes[z)l,)m] h(m)) (1 — o) + (xes[;lfm] h(x)) (xg—x1) < |h(0)|3|h(0)| +0= 3
ja

S,(h) = (meggm h(x)) (xl—x0)+<xegﬁfm h(m)) (z2—21) > (—|h(0)]) 3 he( 0= —g.

Néin ollen B
g(;(h) —S;(h) < 2§ < €.

Funktio h on nain ollen integroituva Riemannin integroitumisehdon perusteella.
Koska f ja h ovat integroituvia, niin myés g = f + h on integroituva.
[Arviointi:]

e Piste funktion h osoittamisesta rajoitetuksi.

e Yhteensa 4 pistettd funktion h osoittamisesta integroituvaksi: Piste Riemannin
integrointiehdon kayttamisesta ja nollafunktion erikoistapauksen késittelysté.
Piste jaon J valinnasta. Piste yllisumman arvioista ja piste alasumman ar-
vioista.

e Piste huomiosta, ettd g = f + h on integroituva.

Tapa II: Osoitetaan ensin, ettd g on rajoitettu. Koska f on rajoitettu, niin on
olemassa sellainen M’ > 0, ettd |f(x)] < M’ kaikilla x € [0,1]. Olkoon nyt M =
max{M’', |g(0)|} + 1. Talloin seclvésti |g(0)| < M. Toisaalta jokaisella x €]0, 1] pétee
lg(z)| = |f(z)] < M’ < M. Niin ollen |g(z)| < M kaikilla z € [0,1] ja g on
rajoitettu.

Osoitetaan, ettd g integroituva Riemannin integroituvuusehdon avulla. Olkoon ¢ >

0. Koska f on integroituva, niin on olemassa sellainen vélin [0,1] jako J: xq, ..., zk,
jolle patee S, (f) — S;(f) <e/2.

Olkoon nyt ¢ = min{xz, /2,9 +¢/(4M)} ja olkoon A: zg,c,z1,...,xx jaon J tihen-
nys. Huomaa, etta luvun ¢ valinnan perusteella patee xg < ¢ < zy.



Koska A tihentdd jakoa J, niin

ja
Koska ¢ < g +¢/(4M), niin

Sa(g) = ( up g<x>> (c—xo>+( — ) A +z(z€[sup ¥ x>) (r; — 5.1)

z€[xzo,c] z€le,z1] j=2 Tj_1,Tj

< tt(e o)+ (s o)) (o - +z( s ale)) o5 - 050

z€[x0,21] 2 \z€[z;—1,7]

< M+ 5000 < 3+ 540D,

Vastaavasti

z€[xzo,c] z€le,z1]

Sat0) = () e =) = (it o(0)) (C—fb’o)fﬁ: (L nt 90 5 =)

> (= M)(c — x0) + ( inf g(x)) T —ao)+ > ( inf g x)) (¢ — 2j_1)

z€[z0,x1] =2 x€[rj_1,74]
€
> 17T S;(f)
Néain ollen
_ € 3 — € € €
Sal9) = 8al0) S To(N) + 5 = (8400 - 5) =BaN - S+ 5 <5+ 5 ==

Funktio ¢ on siis integroituva.

[Arviointi:] Piste funktion g osoittamisesta rajoitetuksi. Piste Riemannin integroin-
tiehdon kayttamisestd ja jaon J valinnasta. Piste jaon A valinnasta. Piste tiedosta,
ettdi Sa(f) < Sy(f) ja Sa(f) > S,(f). Piste arviosta Sa(g) < S;(f) ja piste
arviosta S4(g) > S;(f).



