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Kurssikoe 8.3.2024

Sallitut apuvilineet: kolmen A4:n verran muistiinpanocja, laskin

Kaikissa tehtavissd R™ on varustettu euklidisella metriikalla: kun z — (z1,...,2p) €
R"jay = (y1,-..,9n) €ER™, on

&AH“@V = <\A.&.H - @va +---+ AHS - “QS\VN
Erityisesti kaikilla z,3 € R on d(z,y) = |z — yl.

1. Olkoon E = C[0,1] = {f: [0,1] = R: f on jatkuva}. Mairitellssn
17l =17 +[f(1)]  kaikilla f € C[0,1].

Selvitd, mitks normin ehdoista (N1)—(N3) kuvaus § I fll : C[0,1] — [0, 00) to-
teuttaa.

2. Olkoot A ja B avoimia joukkoja R:ssi. Osoita, etti karteesinen tulo
AxB={(z,y):x€ Ajaye B}
on avoin R2:ssa.

3. Selvitd, ovatko seuraavat R?:n osajoukot suljettuja:

() A={(z,y) : z >y},

(i) A= {(z,y) : £ > 0 ja sinz < e¥}.
(Kohdassa (ii) voit olettaa tunnetuksi, ettd funktiot z — e%: R —» R,z sinz: R —
Rjaz — z: R — R ovat jatkuvia. Voit myds olettaa tunnetuksi, ettd kaikilla ¢ € R
véilit [a, 00) ja (—o0,a] ovat suljettuja R:ssi.)

4. Olkoon E = C[0,1] varustettuna metriikalla doo (£, g) = maxzeo, 1 [f(z) — g(z)|.
Maééritelldan

A={fe€C[0,1]: f(z) > 0 kaikilla z € [0,1]}.
Osoita, ettd

A={feC0,1]: f(z) > 0 kaikilla z € [0, 1]}.

5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X. Osoita, etti A = 0, jos ja vain jos
A on sekd suljettu ettd avoin X:ssi.

(Suunnan "<" todistuksessa on jirkevis tehdd vastaoletus, etti on olemassa
piste z € A, ja johtaa ristiriita.)

Kaikkia luentomonisteessa, Jussi Viisilin kirjassa Topologia I tai ai-

emmilla kursseilla osoitettuja tuloksia saa kiyttii, ellei niitd erikseen

pyydetd osoittamaan. Joitakin tarvittavia miiritelmis 16ytyy sivulta 2.



